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Έπί τη 68η επετείω της γεννήσεως του (7.3.1900) 

1. Ό 'Αρχιμήδης εις το 8. πρόβλημα του II βιβλίου της πραγματείας-

αύτοΰ Περί σφαίρας και κυλίνδρου άποδεικνείει την έξης πρότασιν : 

Έάν σφαίρα τμηθη δι' επιπέδου μη διερχομένου διά του κέντρου, το μεγα-

λύτερον τμήμα προς το μικρότερον έχει λόγον μικρότερον μεν τοϋ λόγου της επι

φανείας του μεγαλυτέρου τμήματος προς την έπιφάνειαν τοϋ μικρότερου τμήμα

τος, εις το τετράγωνον, μεγαλύτερον δε του λόγου των αυτών επιφανειών, εις 
3 

την -ψ δύναμιν. 

'Εάν καλέσωμεν τά σφαιρικά τμήματα ΑΒΓ^>ΑΔΓ θα είναι κατά το 

πρόβλημα. 
σφ. τμ. ΑΒΓ . / έ π ι φ ^ Α Β Γ \2 
σφ. τμ. ΑΔΓ ^ \ έπιφ. ΑΔΓ / 

3 
σφ, τμ. ΑΒΓ «. / έπιφ. ΑΒΓ \ 2 » 
σφ. τμ. ΑΔΓ ^ \ έπιφ. ΑΔΓ / 

2. Δυνάμεις με κλασματικούς έκθέτας απαντώνται δια πρώτην φοράν εις 

την ίστορίαν τών Μαθηματικών ε'ις το ανωτέρω πρόβλημα του Άρχιμήδους. Έ κ 

τούτου δμως δεν έπεται δτι αύται είναι επινόησις του Άρχιμήδους. Έ κ της 

σπουδής τών άρχιμηδείων έργων συνάγεται το συμπέρασμα δτι αϊ βοηθητικαί 

προτάσεις, τάς όποιας ούτος χρησιμοποιεί άναποδείκτως εις τάς αποδείξεις τών 

προτάσεων του, έχουν ήδη άποδειχθή υπό προγενεστέρων αύτοΰ Μαθηματικών. 

'Ενδεικτικώς προς τοϋτο άναφέρομεν την άναποδείκτως χρησιμοποιουμένην πρό-

τασιν υπολογισμού τής τετραγωνικής ρίζης του 3, καθ' ην 
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153 ^· » ^ 780 

Την πρότασιν αυτήν χρησιμοποιεί ό 'Αρχιμήδης εις το 3. θεώρημα τής 

πραγματείας αύτοΰ Κύκλου μέτρησις. 

Ή άπόδειξις τής προηγουμένης προτάσεως, καίτοι αυτή άπαντα διά 

πρώτην φοράν εις την Ίστορίαν τών Μαθηματικών, δεν αποδίδεται εις τον 'Αρχι

μήδη. Διότι υπάρχουν τεκμήρια του συγγενούς προς τούτον υπολογισμού τής τε

τραγωνικής ρίζης του 2, τοΰ έπιτυγχανομένου διά τών καλουμένων πλευρικών καί 
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διαμετρικών αριθμών, όστις αποδίδεται εις τους Πυθαγορείους (Θέων Σμυρναίος, 

εκδ. Hiller, Leipzig 1878, σελ. 42—45 καί Πρόκλος, Σχόλια εις Πολιτείαν Πλά

τωνος Π, εκδ. Kroll. Leipzig σελ. 24 καί 393. Ταΰτα αναπτύσσονται εις Ευαγ

γέλου Σ. Σταμάτη, Εύκλείδου Γεωμετρία—Θεωρία αριθμών, Στοιχείων βιβλία 

V—IX, 'Αθήναι 1953, σελ. 8 κ.έ.). 

3. Ή άλγεβρα των αρχαίων Ελλήνων, εϊτε ύπο άριθμητικήν εΐτε υπό 

γεωμετρικήν μορφήν, άνεπτύχθη συγχρόνως προς την άριθμητικήν καί τήν γεωμε-

τρίαν. Ή γνώμη αυτή έπιμαρτυρεΐται εκ τών έξης ενδείξεων: 

α\ Έ κ του Θυμαριδείου Έπανθήματος. Ύπο το βνομα τοΰτο καλείται 

μέθοδος επιλύσεως προβλήματος, εις το όποιον δίδεται το άθροισμα ν άγνωστων 

καί τα μερικά αθροίσματα ν—1 εξισώσεων καί ν άγνωστων, ήτοι 

X-f-Xl-{-X24- -f-Xv-ΐ =S 

x-f-xi = S i 

X+X2 = S 2 

X+X v-1 = S V _ ! 

Κατά τον έκ Πάρου μαθηματικον καί μαθητήν του Πυθαγόρου Θυμαρίδαν, 

άκμάσαντα περί το 500 π. Χ., οτε ό Πυθαγόρας ήτο ήδη γέρων, ή λύσις του 

ανωτέρω συστήματος είναι 

ν _ (S,+S a + . . . . +Sv-i)—s 
x ~ ν-2 

(Ε. Σταμάτη, Το Θυμαρίδειον Έπάνθημα, «Πλάτων» έτος Δ'—τεύχος Α 

1952 σελ. 123-142). 

Ό Ίάμβλιχος, όστις αναφέρει το πρόβλημα τοΰτο, μνημονεύει καί τα έξης 

•δύο προβλήματα απροσδιορίστου αναλύσεως : 

1. x-j-y= 2 (z-j-u) 

x-f-z= 2 (y-f-u) 

x-f-u= 2 (y-f-z) 

^Ενταύθα αναφέρει ακόμη x-\-y-\-z-{-u— 5 (y-j-z)] 

3 
καί 2. x- j-y= — (z-f-u) 

x+z= y (y+u) 

x + u =x(y+ z ) ' 

Αϊ λύσεις καί τών τριών ανωτέρω μνημονευομένων προβλημάτων αναφερόν-
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-ται υπό του Ίαμβλίχου λεκτικώς μόνον καί άνευ συμβολισμού τίνος (Ίάμβλιχος, 

εις Νικόμαχου Άριθμητικήν Είσαγωγήν, Η. Pistelli, Leipzig 1894, σελ. 62 κ.έ.). 

β'. Έ κ τών αριθμητικών βιβλίων VIII καί IX των Στοιχείων του Εύκλεί

δου, εις τα όποια περιλαμβάνονται θεωρήματα περί γεωμετρικών προόδων. 

γ\ Έ κ τών δέκα πρώτων θεωρημάτων του II βιβλίου τών Στοιχείων τοϋ 

Εύκλείδου, δπου γίνεται άπόδειξις αλγεβρικών ταυτοτήτων. 

δ'. Έ κ του Χ βιβλίου τών Στοιχείων του Εύκλείδου. 

Εις τάς προηγουμένας περιπτώσεις (α καί β) ή "Αλγεβρα σπου<5άζεταΐ 

αριθμητικώς, εν φ εις τάς περιπτώσεις γ καί δ γεωμετρικώς. 

4. Δυνάμεις με κλασματικούς έκθέτας, εκφραζόμενους δμως εμμέσως, 

άπαντώμεν καί εις τίνα θεωρήματα του Χ βιβλίου τών Στοιχείων ταυ Εύκλείδου. 

.Δεν αναφέρεται εις αυτά δμως σαφώς δτι πρόκειται περί δυνάμεων μέ κλασματι

κούς έκθέτας, δπως τούτο γίνεται εις το ανωτέρω πρόβλημα του Άρχιμήδους. 

'Ενδεικτικώς άναφέρομεν το Χ 27 θεώρημα τών Στοιχείων, εις το όποιον ευρί

σκονται δύο εύθεΐαι «μέσαι», αϊ όποΐαι είναι ασύμμετροι, τα τετράγωνα αυτών 

:ε!ναι σύμμετρα καί το γινόμενόν των εϊναι ρητόν. Αί ζητούμεναι εύθεΐαι είναι της 

μορφής 

* ( ï f - '(•£·)* 
:κατα τον σύγχρονον συμβολισμόν, δπου ρ είναι ευθεία ρητή, καί α,β ακέραιοι 

αριθμοί. (Ε. Σταμάτη, Εύκλείδου Περί ασύμμετρων, Στοιχείων βιβλίον Χ, Έθνι-

κον Τυπογραφεΐον, 'Αθήναι 1957, σελ. 251). 

5. Ό 'Αρχιμήδης κατά τήν έπίλυσιν του ανωτέρω μνημονευομένου προ

βλήματος καταλήγει εις τάς σχέσεις 

ΘΒ ΚΖ ΘΖ» ΘΒ _®Ζ*_ ΚΖ 
ΒΚ ΖΗ ' ΖΚ" ' ΒΕ=ΒΚ ' ΖΚ» ' ΖΗ 

καί συμπεραίνει αμέσως, παραλείπων τους ενδιαμέσους υπολογισμούς ως εύκο

λους καί γνωστούς, δτι 

3_ 

ΘΖ / ΚΖ \ 2 . 
ΖΗ > V ΖΗ / 

Είναι δε εις το πρώτον μέλος της άνισότητος ΘΖ=σφαιρικον τμήμα ΑΒΓ, 

ΖΗ = σφαιρικον τμήμα ΑΔΓ, καί εις το δεύτερον μέλος τής άνισότητος ΚΖ = επι

φάνεια σφαιρικού τμήματος ΑΒΓ, καί ΖΗ = επιφάνεια σφαιρικού τμήματος ΑΔΓ. 

6. Ό σχολιαστής τοΰ ανωτέρω προβλήματος του Άρχιμήδους Εύτόκιος 

παρέχει τήν έξης έρμηνείαν τής ευρέσεως τής δυνάμεως μέ τον κλασματικον 

,έκθέτην : 

Έστωσαν αί εύθεΐαι Α Β > Γ > Δ καί ας είναι 

JL 
ΑΒ» Γ ... Α , . AB / Γ \ 2 . 

- r i - > χ . (1). Λέγω, δτι χ > (Ύ) 
8 
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Διότι, Ας ληφθή των Γ,Δ μέση ανάλογος ή Ε. [Όποτε είναι 

Σ. JL ΣΙ = JÜ β

 Γ χ Ε JL /ο\ 
Ε Δ * Ε· "" Δ» " ΕΧΔ ~ Δ ' * '* 

Ταΰτα θεωρεί ευκόλως εννοούμενα εκ τοΰν ορισμού 9 του V βιβλίου των Στοι-

Γ 
Ε 

AB Γ 
χείων του Εύκλείδου]. Έ κ των (1,2) είναι - = - > - = - · Λαμβάνει ευθείαν τίνα 

ΒΖ Γ 
Β Ζ < Α Β , ώστε να είναι -ψ- — -ψ [οπότε αί εύθεΐαι ΒΖ,Γ,Ε,Δ αποτελούν 

τεσσάρας συνεχείς δρους γεωμετρικής προόδου, ήτοι εΤναι 

5 ? = Ü » JL B Z " Γ' Ε« _ β ΖΧΓΧΕ _ BZ „. 
Γ Ε Δ ' Γ» Ε· Δ« Γ χ Ε χ Δ ~ Δ *ό'' 

Ταύτα έπονται έκ του ορισμού 10 του V βιβλίου τών Στοιχείων του Εύκλεί
δου]. 

Έ κ της (3) είναι ^ - -g, (4). Είναι δέ έκ της (2) και Σ. . | ί , (5). 

Είναι άρα " Λ " = ("Γ") » (6)· [Διότι έκ της (5) λαμβάνει -Β--» ("Τ") 

και κατόπιν ( - Έ Γ ) = ( " Α " ) καΐ έκ ταύτης και της (3) έπεται ή (6)]. 

Επειδή δέ Α Β > Β Ζ , έπεται ^ > ( — ) 

7. Ώ ς συνάγεται έκ της ερμηνείας του Εύτοκίου, ή ευρεσις δυνάμεως μέτ 

κλασματικον έκθέτην γίνεται έπί τη βάσει τών ορισμών 9 και 10 του V βιβλίου 

τών Στοιχείων του Εύκλείδου. Την γενίκευσιν την προκύπτουσαν έκ τών ορισμών 9 

καί 10 γνωρίζει ό Ευκλείδης, άλλα δεν την αναφέρει, ώς ευκόλως νοητήν. 

Κατωτέρω διαμνημονεύομεν την έρμηνείαν τών ορισμών 9 καί 10 του V βιβλίου 

τών Στοιχείων του Εύκλείδου, ακολούθως δέ την έκ τούτων προκύπτουσαν γενί

κευσιν, ή οποία ενθυμίζει εις ημάς την γνωστήν είς τον Εύκλείδην άποδεικτικήν 

μέθοδον της τελείας επαγωγής (Vollständige Induktion). 

Εύκλείδου V ορισμός 9."Εστωσαν τρεις συνεχείς δροι γεωμετρικής προόδου 

Α Ώ r „ Α Β ,„ , „ Α» Β» ΑΧΒ Α 
Α, Β, 1 ήτοι g- = γ-- Εκ τούτων εχομεν - ^ = -γ, = Β χ Γ = -γ-

Εύκλείδου V ορισμός 10. "Εστωσαν τέσσαρες συνεχείς οροί γεωμετρικής. 

Α Β Γ 
προόδου Α, Β, Γ, Δ ήτοι -g- — -ψ- — -τ-· Έ κ τούτων έ'χομεν 
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A = • — =• Σΐ = ΑΧΒΧΓ A 
Β« ~~ Γ* ~ Δ» ~ Β χ Γ χ Δ ~ Δ" ' 

-*Η γενίκευσις τ<δν ανωτέρω Ευκλείδειων ορισμών 

Έστωσαν ν το πλήθος συνέχεις opot γεωμετρικής προόδου 

A JL Σ. 
Β ~ Γ _ Δ ~ ~ Χ ~ 1Γ Α , Β , Γ , Δ , , Κ,Λ,Μ ήτοι 4 - Τ - - - Χ - - = ΊΓ - 4 * <?)• 

Έ κ τούτων Ιχομεν 

Αν-ι Β>-ι Γν-ι Κ> ι Λν-ι ΑΧΒΧΓΧ. . .ΧΚΧΛ Α / 0 . 

Βν-ι Γν-ι Δν-ι Λν-ι Μν-ι Β χ Γ χ . . . Χ Λ χ Μ Μ 

Γενίκευσις τής ευρέσεως δυνάμεως με κλασματικον έκθέτην της μορφής 

ν—1 

ν—2 
( ν = 4 , 5, 6 . , . . . ). 

Έάν θεωρήσωμεν ν—1 το πλήθος συνεχείς δρους γεωμετρικής προόδου, 

παραλείποντες τον πρώτον δρον Α εις τήν σχέσιν (7), θα εχωμεν 

- £ . Ο)· 
Βν—2 Γν—2 

Γν-2 Δν-2 

»Ή' ~ / 

Β Γ 

Γ ~ Δ 

Κν-2 

Λν-2 

Κ Λ 
Λ Μ ' 

Λν-2 ΒΧΓΧ . . . 
Μν-2 Γ χ Δ χ . . . 

Β /Β 

• ΧΚΧΛ 

• ΧΛΧΜ 

1 

.ν—2 

ν—1 
ν—2 

της (~) = ( | - ) V , (11). Έ κ των (8) και (11) είναι 

ν—1 

£ - (Η-Γ*. <*-*· 5 · β · · · · >· 
Έ κ των ανωτέρω εκτεθέντων θεωρουμεν φανερον δτι δυνάμεις με κλασμα-

τικούς έκθέτας τής μορφής χ- (ν = 4, 5, 6 . . . . ) ήσαν γνωσταί πολύ προ 

τής εποχής του Άρχιμήδους, χωρίς δμως να είναι δυνατόν να καθορισθή πότε 

δια πρώτην φοράν εγινεν ή σπουδή αυτών. Έαν λάβωμεν υπ' όψει τα αριθμητικά 

βιβλία τών Στοιχείων του Εύκλείδου, τα όποια αποδίδονται κατά μέγα μέρος εις 

τους Πυθαγορείους, καταλήγομεν εις τήν πιθανότητα δτι ή σπουδή δυνάμεων μέ 

κλασματικούς έκθέτας έγινε το πρώτον κατά τον δον αιώνα π.Χ. υπό τών Πυ

θαγορείων. 



S U M M A R Y 

For Prof. Dr. JOSEPH E. HOFMANN 

O n h i s 68*k Bir thday 

POWERS WITH FRACTIONAL EXPONENTS BY ARCHIMEDES 

Powers with fractional exponents we meet for the first time in the history 

of Mathematics to the 8th problem of the second book of Archimedes work 

about sphere and cylinder. 

The ancient Greeks developed the algebra contemporarily to tbe arithmetic 

and geometry. This is concluded from the «bloom» of Thymaridas and from 

the books II, V, VIII, IX, X of Euclid's Elements. 

Powers with fractional exponents, but expressed indirectly and not visibly, 

we are finding in to the X book of Euclid's Elements, as e.g. to the X 27, where 

the two medial straight lines are of the form : 

( * ) 4 - p ( * ) ' 
The use of powers with fractional exponents by Archimedes without any 

proof, means that the study of them has been done long time before of the 

Archimedes. As it is concluded from the commentaries of Eutokios to the above 

8th problem of Archimedes, the study of those powers is supported to the defi

nitions 9 and 10 of the V book of the Euclid's Elements. 

Which period for the first time have being showed those definitions, 

which constitutes theorems of general aspect, is unknown. 

We are including these definitions : 

Eucl id V defin. 9. Let it be three continuous terms of geometrical pro-

A Β 
gression, the Α, Β, Γ, that is -=- = -ψ- · 

ν *u A * B * AXB A 
From these are — = _ = - ^ ^ = — . 

E u c l i d V defin. 10. Let it be four continuous terms of geometrical pro-

A Β Γ 
gression, the Α, Β, Γ, Δ, that is -^- = - ^ = -τ-· 

ir Λ Α« Β» Γ" ΑΧΒΧΓ A 
From these are ^ - ^ - - _ _ _ - χ . 
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A n d i n g e n e r a l 

Let it be the goemetrical progression Α, Β, Γ, Δ, . . . . , Κ, Λ, M of 

continuous terms, that is 

A = J . = ϋ Κ _ Λ ,. 
Β "" Γ "" Δ Λ Μ ' ν '' 

From these are 

An—1 Bn-l Γη- l K>-1 _ Λη—1 
Βη-1 " " Τη—1 ~~ Δ«—1 ~ ~~ Λη—1 ~~ Μ"~1 

ΑΧΒΧΓΧ ΧΚΧΛ _Α « . 
Β Χ Γ Χ Δ Χ ΧΚΧΛΧΜ Μ ' ^ '" 

If to the geometrical progression Α, Β, Γ, , Κ, Λ, M we are going 

to omit the first term A, we shall have from the remaining η — 1 terms 

B_ a _ T = _K A^ 
Γ Δ Λ M 

From these are 

Bn-8 Γη-2 = Rn~2 Λη~2 Β χ Γ χ Δ Χ Χ Κ χ Λ = JB ,g 
Γη-2 _ An-2 ~~~Λη-2 ~~ M«~2 ~ Γ χ Δ Χ Χ Λ χ Μ " M ' * 

From the (3) we get 

η 1 

Β - D s 

1 n—1 

-jT — ( T F ) , (4) and from these w e h a v e i - p - i = (M") ' ^ ' 

n—1 

Λ / η * " η Ί Ι Τ 

A / R \ — 
From the (2,5) we get ^ = ( ^ - j , ( n = 4 , 5, 6 ). 

"We believe very probable that the study of the powers with fractional 

exponents, has been done by the Pythagoreans during the 5th century b . C. 


